Les calculatrices sont autorisées.
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N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur déhlensignalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant | es raiso
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Le sujet comporté pages.

Notations:
Onnote:
|y .| elsemble desombres éels

| In :  la fonctionlogarithmenépérien

n+l

Pour tout nombre réelk tel que la sériez — converge (resp. la sérieZIn 1+e™
nx1 n=0

400 n+l

+o0

converge, on noted x = Z — (respf x = Zln 1+e™ ) la somme de cette série.
= n -
n=1 n=0

Objectifs :

On se propose do6®tudier Aete.l ques propri ® ®s d
Dans la partie I, on calcule trois valeurs exactesmietvaleur approchée d&n pour quatre entiers

naturelsn. La partie 1l est consacrée a une étudéadenction f en liaison ave®@ 2 . Dans la
partie 11l, on éudie de fagon plus précise la continuité et le carac@ree la fonctiond .
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PARTIE |

Quelques valeursde la fonction

1.1/ Calculded 1.
I.1.1/ Préciser, selon la valeur du nombre ré&ella limite den—lx | or squentendent i
Vers +o ,

.1.2/ Montrer que | 0ensembl destEe=0d®f.1i ni ti on de

1.1.3/ Pour tout entier naturei, on poseJ, = IOZ tant "dt.

1.1.3.1Y/  Préciser une primitive de la fonctias tant et calculer],.
1.1.3.2/  Montrer que la suite),, est convergente et préciser sa limite.
1.1.3.3/ CalculerJ, +J,, pour tout entier naturel .

1.1.3.4/ En utilisant le résultatbtenu en 1..3.3/, établir (par exemple par récurrence),

k+1
n+1

: : n, -1
pour tout entier naturet non nul la relation: ZT:Jﬁ -1 3,

k=1

[.1.3.5/ En déduire lavaleur dé 1 .

1.2/ Une valeur approchée def 3 .

k+1

-1
k3

n
Pour tout entier naturel non nul on poseS, :Z
k=1

1.2.1/ Décrire, en frangaisun algorithme de calcule S, pour n entier ng&urel nonnul
donné.

.2.2/ En utilisant | 6al gor iricd) menerpla @E® décimale et
approchégar défauto de S, a la précision 10,

[.2.3/ Montrer queo est aussi la valeur décimale approchée par défadt2le la préecision
10%,
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.3/ Calculde 8 2 et@ 4 .

On considere la fonctiog définie sury, a valeurs réelle2r -périodique et vérifiant
g X =X pour tout xe -7 ; 7 .

- T
Pour tout entier naturei, on posex, = J'O X2€os nx dx.

[.3.1/  Calculer«, pour tout entier naturet .

1.3.2/  Expliciter les coefficients de Fourier réeds g etb, g de la fonctiong.
On rappelle ge pour tout entier naturel :

_1(" _1¢” :
a, g —;Lrg xcos nx d> et b, g _;Lrg xsin nx d.

n

1.3.3/  Justifier la convergen¢@our toutx réel de la sériez

nx1

cos nx et expliciter

+00 n

sasomme  —

n=1

COS NX pour toutxe -z ; 7 .

.3.4/ En déduire la valeur dé 2 .

+00

g o~ 1
I.3.5/  Justifier la convergence de la seE:'—4 et calculer la valeur dea somme2—4.

nx1 n=1

[.3.6/ En utilisant le résultat obtenu en 1.3.3/, établir la convergence de la série

n 400 n

Y. ——sin nx et expliciter sa sommg

1 N n=1

sin NX pour Xe —z ; 7 .

n

cos nx et calculer sa

1.3.7/  Justifier pour toutx réel la convergence de la sérE
nx1
n

+0
sommez COS NX pour xe —z ; 7= en fonction dex eté 4 .

n=1

1.3.8/ En déduire la valeute 6 4 .
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PARTIE Il

Etude doébune fonction

Pour tout entier naturel et tout nombre réek, on noteu, x =In 1+e™ .

+00

Pour tounombre réelx tel que la séri€)_ u, x converge, on notd x =» u, x la somme de

n>0 n=0

cette s®rie. On se propose dof@nhuildsanten padgicuet qu e s

& -1
92:2 mant

n+l

I1.1/ Montrer que la fonctionf est définie sur0 ;+oo .

A

On note désormaise | 6 i magfedep drdi nl;eor.val | e
[1.2/ Montrer que & fonction f est continue surO ;+w .

II. 3/ Montrer que ldonction f eststrictemenmonotone surO ;+oo .

.4 Justi fier: # ésaunfntervaiieady i o n

Il.5/ Montrer que la fonctiorf admet une limite finiet ( que | 6 on +@pr ®ci ser a)

Il. 6/ Pour tout nombre rée! strictement positif, on désigne par, la fonction définie suy , par :

w, t =In 1+e&™ .
1.6/ Justifier | a conj'\gwe/;tgcﬂ.nce de | 6i nt ®gr al e

[1.6.2/ Etablir, pour tout nombre réet >0, la double inégalité

[, vt dtst x<in2+ | "y, t dt.

. 1 In 1+ . .
.63/ Montrer | Ol ebxiinst tj@é)egnh,;agk eyl & exprimer sa valewgn fonction

ded 2 .
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11.6.4/ Montrer quoéilu(guest éononer®onstan)etel
réel x strictement positjfon ait la double inégalité

<f x <A+

x |I'=
x I=

[1.6.5/ En déduire la limite dexf x lorsquex tendversDet pr ®c i S €eEr | 6i nt

PARTIE Il |

Propriétés de la fonctioné

n+l

+00 _1
Rappel: 0 x =) ~
n=1

[11.2/ Montrer que pour tout nombre réelde E= 0 ;+x , on a la double iégalité

1 px<
2X_9 X <1.

lll. 2/ En déduire que la fonctiofi estbornéesulE et qudel | e admeto ;anne | i
précisera cette limite.

[l .3/ Continuité de la fonction 4.

[11.3.1 En utilisant la notion de cerrgence normale, montrer que la fonct@®rst continue
sur | 6intervalle

[11.3.2/ Montrer que la fonctior® est continue SuE.

Il 1.4/ Caractére C* de la fonction 4.

[11.4.24 Soit x un nombre réel fixé strictement positif, on désigne pda fonction définie

sur | 6intepaval |l e
Etudier les variations de la foncton sur | 6i nt e;r van | gr ®ci sera | 0
deux cas

11.4.1.7 lorsque

[11.4.1.2/ lorsque
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