Les calculatrices sont interdites.

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance #al4é; a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui serebieune erreur d'énoncég, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquamalsons des initiatives qu'il a été amené
a prendre.

par les candidats dans un ordre quelconque.

PREAMBULE : Les deux parties qui composent ce sujet sont indépenslahtgeuvent &tre trait'efs

Partie | : Automates et langages

Le but de cet exercice est I'etude des propriétés deefapon+ de composition de deux auto-
mates.

1 Automate ni complet d éterministe

Pour simpli er les preuves, nous nous limiterons au cas desaates nis complets déterministes.
Les résultats étudiés s'étendent au cadre des autsnmegecomplets quelconques.

1.1 Representation d'un automate ni complet déterministe

Déf. 1.1 (Automate ni complet d éterministe) Soit I'alphabetX (un ensemble de symboles), soit
le symbole regsentant le mot vide ([IX1), soitX “f'ensemble contenant et les mots compés
de £quences de symbolesXedonc XI5 un automate ni complet éterministe suX est un
quintupletA = (Q; X;i;T; ) compog de :

— Un ensemble ni cétats :Q;

— Unétat initial : i CQ,;

— Un ensemble @tats terminaux T [CQJ;
Une fonction totale de transition confondue avec son geaph[CQIx X B Q.

Pour une transition(o; € = d donnée, nous appelond'origine de la transitione I'étiquette de
la transition ed la destination de la transition.

1.2 Representation graphique d'un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéraatdas conventions :

— les valeurs de la fonction totale de transitiosont représentées par un graphe orienté dont les
nceuds sont les états et les arétes sont les transitions;;

un état initial est entouré d'un cercig=<

un état terminal est entouré d'un double cef#&s

un état qui esta la fois initial et terminal est entouténdriple cercleEHRE.

— une aréte étiquetée par le symbel& Xl va de I'étatoa I'état d si et seulement si(o; € = d.
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Exemple I.1 L'automateE; = ( Qq; X;i1; T1; 1) avec:

Q.= {A;B;C;D}

X ={ab g
il = A
T, = {C}
1(A;a)=B; 1(Ajb)=D; i(A;c)= D,
1(Bja)=D; 1(B;b)=B; 4(B;c)=C;
1(C;a)=D; 1(C;B=D; 4(C;9=D;
1(D;a)=D; 4(D;b)=D; 4(D;c)=D
est repéseng par le graphe suivant :
a,b,c
M
27 %
b,c = ,C
~,:‘ a
GRET2 /g _° [GFET
TT
)
b
Exemple .2 L'automateE, = ( Qy; X;i2; T2; 2) avec:
Q.= {E;F;G}
X ={a;b;¢
i2 =E
T, = {F}
2AE;a)=F; 2(E;b)=G; »E;c)= G;
AFia)=G; 2Fb=G; o(Fc)=E;
2AG;a)= G; 2Gih=G; 2(G=G
est repéseng par le graphe suivant :
a,b,c
™M
25
b,c:: %
= c
e

1.3 Langage reconnu par un automate ni complet éterministe
Soit “fextensionde a Q x X =3 Q dé nie par:

Q;, ;)= g
8
3 IEIEXID
m XI5 s iy S
QICQ; fo;exm) = d « [QCQ; ( (06 = ) CYY;m) = d)

2
il e ;
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SoitX un alphabet, un langage sxirest un sous-ensemble e’
Le langage suK reconnu par un automate ni complet déterministe est :

L(A) = {m X [Tk “(;m) = d}

Question I.1 Donner sans les justi er deux expressiorggulieres ou ensemblistes réggentant les
langages suX = {a;b; ¢ reconnus par les automatésg de I'exemple I.1 ek, de I'exemple 1.2.

2 Composition d'automates nis complets ceterministes

2.1 Deé nition
Soit I'opération interne- sur les automates nis complets déterministes dé nie:par

Déf. 1.2 (Composition d'automates nis complets ceterministes) SoientA; = (Qq; X;i1;T1; 1)
etA; = (Qq; X;i2; To; ») deux automates nis complet&brministes, I'automatéd = A; + A, qui
résulte de la composition d&; et A, est ¢ ni par :

A= Ar+ A= (Q1x Qi Xig Xip Ty x Qo CQh X To; 142)

[od [Qy;
[od [Qp;
CACXE  142((01;02);X) = (d1;d2) = ( 1(01;X) = di) (025 %) = do)
[dl CQh;
[dd [Qp;

Question 1.2 En consi@&rant les exemples 1.1 et I.2, construire le graphe ésgntant I'automate
E; + E,. (seuls lesttats et les transitions utiles, c'eatdire accessibles depuis |&sats initiaux,
devrontétre construits).

Question 1.3 Caracériser le langage reconnu pdi; + E,, par une expressioréguliere ou ensem-
bliste.

2.2 Propriétées
Question 1.4 Montrer que : siA; et A, sont des automates nis compleistdrministes aloré\; + A,
est un automate ni completaderministe.

Question 1.5 Montrer que :

[oJ [Q;
[od [Qp;
XI5 15 ((01502);m) = (dy;dp) = ( gbiim) = i) [((bzm) = dy)
[dl [Q;
[dd [CQp;

Question 1.6 SoientA; et A, des automates nis complet&térministes, montrer que :

m LA + Az) = m [LIA;) [m [1T(A,)
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Question I.7 Quelle relation liant les langages reconnus par les autasay;, A, etA; + A, peut-
on en eé&duire ?
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Partie Il : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui difisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d'informatique. Les fonctions écrites deviint fécursives ou faire appel a des fonctipns
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiuctions itérativesf¢r , while , ...) ni de
références.

De nombreux algorithmes de recherche reposent sur latitis d'un ensemble de données or-
données selon une clé. Les opérations essentielle$amwas a la donnée dont la clé est la plus petite
ainsi que I'élimination de cette donnée minimale. Le beitcét exercice est I'etude d'une réalisation
particuliere de cette structure a base de tas binomia'objéctif de cette réalisation est de réduire la
durée des opérations d'ajout, d'union, de rechercheé&indination du minimum de I'ensemble.

Pour simpli er le probleme, la donnée manipulée est umbee entier et la clé est la valeur de
cet entier. Le probleme consiste donc a représenter desnebles de nombres entiers qui offrent les
opérations suivantes :

— Ajout d'un nombre a I'ensemble ;

— Acces au plus petit nombre de I'ensemble;

— Elimination du plus petit nombre de I'ensemble;;

— Union de deux ensembles.

Nous nous limiterons a |'etude des opérations d'ajoud'ehion.

1 Préliminaires

Les algorithmes d'ajout et d'union pour les tas binomiauxtsemblables aux opérations d'incré-
mentation et d'addition sur des entiers naturels codéseirb. Nous allons donc étudier ces opérations
en préliminaire.

1.1 Opération ou exclusif

Nous allons dé nir I'opération booléenneou exclusif dans le cadre du calcul des propositions
puis réaliser celle-ci par un circuit €lectronique et voggamme.

Déf. 11.1 (Ou exclusif) Soient deux variables propositionnellaset B, I'opérateur logique ou ex-
clusif nott A [Blest tel que cette proposition est fausse si les deux vagairiela néme valeur et
vraie dans les autres cas.

Question I1.1 Donner la table de érité deA Bl

Question 11.2 Donner une formule du calcul des propositions en forme négrdijonctive (disjonc-
tion de conjonctions de variables et/oégation de variables}quivalenta A [B]

Les portes logiques sont représentées graphiquemelespsymboles :

el

Négation Et Ou
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Question 1.3 Proposer un circuilectronique compésde portes logiques comportant deux ées
A etB et une sortieS tel queS = A [BI1

Nous noterons par la suite ce circuit sous la forme d'unesdodique, représentée graphiquement

par le symbole :

Ou exclusif
Nous allons dé nir une fonction qui calcule leu exclusif .
Question I1.4 Ecrire en CaML une fonctioxor de typebool -> bool -> bool telle que
I'appel (xor A B) renvoie la valeutrue sila propositionA [ BEst vraie efalse sinon.
1.2 Codage bhinaire des nombres entiers naturels

Le codage binaire d'un nombre entier naturel est représeat une liste de valeurs booléennes

ED<i<lb CI0;1}

Xl
n=bx2
n=0 (0 [By=0)
NS0 [h#1

Question I1.5 Calculer la valeur dd en fonction de la valeur de.

1.2.1 Repésentation en CaML

Le codage binaire d'un entier naturel est représentéepypeentier  équivalenta une liste de
bool . Lavaleurfalse correspond &, la valeurtrue a1l.
type entier == bool list;;

Son parcours sera donc effectué de la méme maniere quiedaghe liste.

1.2.2 Codage d'un entier naturel au format binaire
La premiere opération réalisée est le codage d'un nemshtier naturel au format binaire.

Question I1.6 Ecrire en CaML une fonctiosodage de typeint -> entier telle que l'appel

(codage n) renvoie une liste de boeéns comp@e des coef cients;:::;h correspondant au
codage binaire den. Cette fonction devré&tre récursive ou faire apped des fonctions auxiliaires
récursives.

Question 1.7 Calculer une estimation de la compléxide la fonctioncodage en fonction de la
valeur de l'entier natureh. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d'appelirsifs
effectes.
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1.2.3 [Decodage d'un entier naturel au format binaire
La seconde opération réalisée est le décodage d'unlmadé&e en nombre entier naturel.

Question 11.8 Ecrire en CaML une fonctiodecodage de typeentier -> int telle que l'ap-
pel (decodage E) renvoie un entier naturel dont la valeur est caleelh partir des coef cients

des fonctions auxiliairesacursives.

1.3 Incrémentation en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d'incrementation d'mambre entier naturel en codage binaire.

1.3.1 Logique des propositions

Nous allons dé nir I'opération d'incrementation parglepérations logiques sur les booléens com-
posant le codage binaire de I'entier naturel.

de I'entier natureln + 1. Utiliser pour cela la suite des retenueg :: :;rn, du calcul de I'addition
chiffre par chiffre. Exprimew; etri.; en fonction ddy etr; pourO < i < |. Préciser les valeurs de
m, ro €tvp.

1.3.2 Realisation par un circuit électronique

Nous allons réaliser I'opération d'incrementation eitisant des composants électroniques. Celle-
ci repose sur une cellule élémentaire d'incrementagiorest dupliquéé + 1 fois.

Question 11.10 Proposer un circuiglectronique compdésde portes logiques quéalise une cellule
comportant deux endesh; et r; et deux sortiey; etri,; dont le comportement correspordia
réponse propd=ea la question I1.9.

Cette cellule sera représentée graphiquement par :

iBi

Ri

Ri+1

Vi i
Question 11.11 Proposer un circuitélectronique compé@sde telles cellules pour inementer un
nombre coé sur3 bits.

1.3.3 Realisation par un programme
Nous allons programmer I'opération d'incrementationrdhombre entier naturel codé en binaire.

Question 11.12 Ecrire en CaML une fonctioincrementation de typeentier -> entier
telle que l'appel(incrementation E) renvoie un entier naturel c@en binaire dont la valeur
estégalea la valeur de I'entier naturel coél en binaireE augmenge de 1. L'algorithme utilis ne
devra parcourir qu'une seule fois la liste. Cette fonction devrétre récursive ou faire appel des
fonctions auxiliaires ecursives.
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1.4 Addition en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d'addition de deux noegentiers naturels en codage binaire.

1.4.1 Logique des propositions

Nous allons dé nir I'opération d'addition par des opécas logiques sur les booléens composant
le codage binaire des entiers naturels.

en fonction dey;, by etr; pour 0 < i < min(m;n). Préciser les valeurs dp, ro, vj etrj., pour
min(m; n) <i < max(m;n) etv,.

1.4.2 Realisation par un circuit électronique

Nous allons réaliser l'opération d'addition en utilisades composants électroniques. Celle-ci
repose sur une cellule élémentaire d'addition qui estiqupemin(m;n) + 1 fois ainsi que sur la
cellule d'incrémentation.

Question 11.14 Proposer un circuielectronique comp@de portes logiques comportant trois €res
aj, by etr; et deux sortiey; etri,; dont le comportement correspomdla réponse propdea la
question 11.13 poud < i < min(m; n).

Cette cellule sera représentée graphiquement par :

lAilBi

Ri+1

vl

Question 11.15 Proposer un circuiglectronique compé@sde cellules d'addition et d'in@mentation
pour additionner deux nombres deglsur2 et 4 bits.

1.4.3 Realisation par un programme
Nous allons programmer l'opération d'addition de deux hoes entiers naturels codés en binaire.

Question 11.16 Ecrire en CaML une fonctioaddition  de type

entier -> entier -> entier telle que I'appeladdition E1 E2) renvoie un entier na-
turel coce en binaire dont la valeur egigalea la somme des valeurs des entiers naturelssaeh
binaire parE1 et E2. L'algorithme utilis2 ne devra parcourir qu'une seule fois les listes et E2.
Cette fonction devratre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

2 Arbres d'entiers en tas

Pour améliorer les performances en temps d'acces auxirglan ensemble d'entiers peut étre
réalisé par un arbre en utilisant les étiquettes des sgeoulr représenter les valeurs contenues dans
I'ensemble.
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2.1 Arbres d'entiers

Déf. I1.3 (Arbre d'entiers) Un arbre d'entiersa est une structure qui peut sditre vide (noke .1
soit &tre un nceud qui contient ugtiquette entire (noéek(a)) et des Is (noteS(a)), une suite,
éventuellement vide, de sous-arbres qui sont tous dessadtgatiers non vides.

Exemple I1.1 (Arbres d'entiers) Voici trois exemples d'arbres d'entiers :

Question 11.17 Exprimer la c nition 1.3 sous la forme d'une propéte A(a) qui est vraie si et
seulement sa est un arbre d'entiersA(a) seraécrite en exploitantatS(a).

2.2 Représentation des arbres d'entiers en CaML

Un arbre d'entiers et une liste d'arbres d'entiers sont&epntés par les types CaML :

type arbre = Vide | Noeud of int * arbres
and arbres == arbre list;;

Dans I'appelNoeud( e, s) , les parametreg ets sont respectivement 'étiquette et la liste
des Is de la racine de l'arbre créé.

Exemple 1.2 Le terme suivant

Noeud( 7, [
Noeud( 9, [
Noeud( 6, [1 ) 1) :
Noeud( 5, []) ;
Noeud( 8, [
Noeud( 3, ] ) ;
Noeud( 4, 1) 1) 1)

est alors assoéiau premier arbre d'entiers repsené graphiguement dans I'exemple 11.1.

2.3 Taille d'un arbre

Déf. II.4 (Taille d'un arbre) La taille d'un arbre d'entiers est le nombre de nceuds consestens
I'arbre a. Nous la noteron3 (a).

Exemple I1.3 (Tailles) La taille des trois arbres de I'exemple 1.1 est de 7.

Question 11.18 Ecrire en CaML une fonctiotaille de typearbre -> int telle que I'appel
(taille a) renvoie la taille de |'arbre d'entiersa. Cette fonction devré&tre récursive ou faire
appela des fonctions auxiliairescursives.
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2.4 Hauteur d'un arbre

Déf. I1.5 (Hauteur d'un arbre) Les branches d'un arbre relient la racine aux feuilles. Lauteur
d'un arbre a estégale au nombre d'arcs de la branche la plus longue. Nous tamasH(a).

Exemple 1.4 (Hauteur d'un arbre) Les hauteurs des trois arbres de I'exemple 1.1 sont respect
ment 2, 3 et 3.

Question 11.19 Donner une & nition de la hauteur d'un arbrea en fonction de_gtS(a).

Question 11.20 Consicerons un arbre d'entiers de tailla. Quelle est la forme de I'arbre dont la
hauteur est maximale ? Quelle est la forme de |'arbre dontdatbur est minimale ? Quelle est la
hauteur de I'arbre en fonction de dans ces deux cas ?

Question 11.21 Ecrire en CaML une fonctiohauteur  de typearbre -> int telle que I'appel
(hauteur @) renvoie la hauteur de I'arbre d'entiera. Cette fonction devratre recursive ou faire
appela des fonctions auxiliairescursives.

2.5 Profondeur d'un nosud

Déf. 11.6 (Profondeur d'un nceud) La profondeur d'un nceud dans un arbrea estégale au nombre
d'arcs entre la racine et le nceud dans l'arbre. Nous la notea® (n; a).

Exemple 1.5 (Profondeur d'un nceud) Les profondeurs du ncedddans les trois arbres de
I'exemple 11.1 sont respectivement 0, 2 et 3.

2.6 Arbres d'entiers en tas

Déf. I1.7 (Arbre d'entiers en tas) Un arbre d'entiers est en tas si les valeurs contenues dansde
de la racine sont toutes strictement gujguresa la valeur contenue dans la racine et siles Is de la
racine sont en tas.

Exemple 11.6 (Arbres d'entiers en tas) Le premier arbre de I'exemple Il.1 n'est pas en tas. Par
contre, les deugime et troime arbres du &me exemple sont en tas.

Question 11.22 Exprimer la & nition précédente sous la forme d'une prop# AT (a) qui est vraie
si et seulement si est un arbre d'entiers en taé\T (a) estécrite en exploitant, E(a) etS(a).

Question 11.23 Ecrire en CaML une fonctiovaliderAT  de typearbre -> bool telle que I'ap-
pel (validerAT A) renvoie la valeuttrue si la propriéte AT (A) est vraie et la valeufalse
sinon. L'algorithme utili€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette fonatidevraétre
récursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

3 Arbre binomial d'entiers en tas

3.1 Deé nitions

Déf. 11.8 (Arbre binomial d'entiers en tas) Un arbre binomial d'ordrek d'entiers en tas est un
arbre non vide d'entiers en tasechi r écursivement par :
— L'arbre d'ordre 0 ne contient qu'un seul nceud ;
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— Laracine d'un arbre d'ordrek+1 pos&dek+1 Is qui sonttous des arbres binomiaux d'entiers
en tas dont les ordres sont strictemegatmbissants de gauche (ordk¢ a droite (ordre0).

Question 11.24 Donner un exemple d'arbre binomial d'entiers en tas pouralrades ordre$, 1, 2
et3.

3.2 Construction d'un arbre binomial en tas

La structure d'arbre binomial en tas permet de composer deres d'ordrek pour obtenir un
arbre d'ordrek + 1 avec une complexit®©(1).

Question 11.25 Montrer que tout arbre binomiah d'ordre k + 1 d'entiers en tas est compbsie
deux arbres binomiauk® et C d'ordre k d'entiers en tas tels que I'arbré est obtenwa partir de B
en ajoutantC comme s le plusa gauche : la racine dé, égalea la racine deB, a comme liste de
Is, de gauchea droite,C suivi des Is de la racine d&.

AN
A

3.3 Propriétés d'un arbre binomial en tas

Question 11.26 Calculer la taille d'un arbre binomial d'ordrek.
Question 11.27 Calculer la hauteur d'un arbre binomial d'ordrk.

Question 11.28 Montrer que le nombre de nceuds de profongedans un arbre binomial d'ordré,

p

aveck = p estégal au coef cient du biame K

3.4 Validation d'un arbre binomial en tas

Question 11.29 Exprimer la & nition équivalente propdsea la question I1.25 sous la forme d'une
propriéte ABT (@) qui indique quea est un arbre binomial en tas d'ordie en exploitantl, E(a) et
S(a).

Question 11.30 Ecrire en CaML une fonctionaliderABT  de typeint -> arbre -> bool

telle que I'appel(validerABT k A) renvoie la valeuttrue si la propriete ABT«(A) est vraie
et la valeurfalse sinon. L'algorithme utili€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette
fonction devréétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

4 Tas binomial

La structure de tas binomial consiste a utiliser une suégbdes binomiaux en tas, soit vides, soit
d'ordre strictement croissant, pour représenter un ebkede taille quelconque.
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4.1 De nitions

Déf. 1.9 (Tas binomial) Un tas binomial est une suite d'arbres binomiaagx: : :; a tels que, soig;
est vide, soig; est un arbre binomial d'ordré. Si le tas n'est pas vide, aloeg 8 []

Déf. I1.11 (Taille d'un tas binomial) La taille d'un tas binomial est la somme du nombre de nceuds
contenus dans les arbres qui composent le tdous la noteron3 (t).

Question 11.32 Montrer que la signature d'un tas binomial néplend que de la taille du tas.

4.2 Représentation des tas binomiaux en CaML

Un tas binomial est une liste d'arbres d'entiers. Il est d@présenté par le tyggbres  (voir 2.2).

4.3 Validation d'un tas binomial

En préliminaire, nous allons réaliser une opération a@wation d'une liste d'arbres qui véri e
qu'il s'agit bien d'un tas binomial.

Question 11.33 Exprimer la & nition 11.9 sous la forme d'une propéte T B(t) qui indique qué est
un tas binomial.

Question 11.34 Ecrire en CaML une fonctionaliderTB  de typearbres -> bool telle que
I'appel (validerTB T) renvoie la valeurtrue si la propriete TB(T) est vraie et la valeur
false sinon. L'algorithme utili€ ne devra parcourir qu'une seule fois le tas. Cette fonctlenra
étre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairesecursives.

4.4 Ajout d'une valeur dans un tas binomial

La premiere opération consistea insérer une valeus dartas binomial en préservant sa structure.
‘ Nous faisons I'hypothese que le tas binomial ne contiestgqiga cette valeur.

Question 11.35 Montrer que la signature du tagsultant de I'ajout d'une valeua un tas eségale
au résultat de l'incémentation binaire de la signature de tas initial. Eeddiire un algorithme pour
I'ajout d'une valeur dans un tas binomial.

4.5 Fusion de tas binomiaux

La deuxieme opération consiste a fusionner deux tasrhiaox, c'est-a-dire construire un tas
binomial qui contient les mémes valeurs que les deux tastigux que I'on souhaite fusionner.
Nous faisons I'hypothese que les deux tas binomiaux s@joidits, c'est-a-dire qu'ils ne contiennent
pas les mémes éléments.

Question 11.36 Montrer que la signature du tagsultant de la fusion eggale au esultat de I'addi-
tion binaire des signatures des deux tas initiaux. Edwire un algorithme pour la fusion de deux tas
binomiaux.
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Partie Il : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit &tre traitée par les étudiants qui ditisé le langage PASCAL dans le cadre gles
enseignements d'informatique. Les fonctions écritesrat@vétre récursives ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pdssat d'instructions itérativesf¢r , while
repeat ,...).

De nombreux algorithmes de recherche reposent sur latitis d'un ensemble de données or-
données selon une clé. Les opérations essentiellefames a la donnée dont la clé est la plus petite
ainsi que I'elimination de cette donnée minimale. Le beitceét exercice est I'étude d'une réalisation
particuliere de cette structure a base de tas binomiaokjéctif de cette réalisation est de réduire la
durée des opérations d'ajout, d'union, de recherche&indination du minimum de I'ensemble.

Pour simpli er le probleme, la donnée manipulée est umbee entier et la clé est la valeur de
cet entier. Le probleme consiste donc a représenter desnebles de nombres entiers qui offrent les
opérations suivantes :

— Ajout d'un nombre a I'ensemble ;

Acces au plus petit nombre de I'ensemble ;

Elimination du plus petit nombre de I'ensemble ;

— Union de deux ensembles.

Nous nous limiterons a |'étude des opérations d'ajoud'ehion.

1 Préliminaires

Les algorithmes d'ajout et d'union pour les tas binomiauxts@mblables aux opérations d'incré-
mentation et d'addition sur des entiers naturels codéseirb. Nous allons donc étudier ces opérations
en préliminaire.

1.1 Opération ou exclusif

Nous allons dé nir I'opération booléenneou exclusif dans le cadre du calcul des propositions
puis réaliser celle-ci par un circuit électronique et uogzamme.

Déf. II.1 (Ou exclusif) Soient deux variables propositionnelléset B, I'opérateur logique ou ex-
clusif nott A [Blest tel que cette proposition est fausse si les deux vasairiela néme valeur et
vraie dans les autres cas.

Question 1.1 Donner la table de &rité deA Bl

Question 1.2 Donner une formule du calcul des propositions en forme néemsjonctive (disjonc-
tion de conjonctions de variables et/oagation de variables}quivalentea A [B1

Les portes logiques sont représentées graphiquemelespsymboles :

el

Négation Et Ou
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Question 1.3 Proposer un circuilectronique compésde portes logiques comportant deux ées
A etB et une sortieS tel queS = A [BI1

Nous noterons par la suite ce circuit sous la forme d'unesdodique, représentée graphiqguement

par le symbole :

Ou exclusif

Nous allons dé nir une fonction qui calcule leu exclusif .

Question 11.4 Ecrire en PASCAL une fonctiomr(A:BOOLEAN;B:BOOLEAN):BOOLEAN; telle
que l'appelxor(A,B) renvoie la valeutrue sila propositionA [BEst vraie efalse sinon.

1.2 Codage binaire des nombres entiers naturels

Le codage binaire d'un nombre entier naturel est représeat une liste de valeurs booléennes

OD=i<lb 01}

Xl
n=bx2
n=0 (20 Ch=0)
NS0 Ch#1

Question I1.5 Calculer la valeur dd en fonction de la valeur de.

1.2.1 Repésentation en PASCAL

Le code binaire d'un entier naturel est représenté payde tle bas&NTIER correspondant a
une liste ddBOOLEANLa valeurFALSE correspond &, la valeurTRUEa 1.

Son parcours sera donc effectué de la méme maniere quiedaghe liste.

Nous supposons prédeé nies les constantes et les forec8aivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Edlesqnt éventuellement étre utilisees dans
les réponses aux questions :

— NIL représente la liste vide de booléens;

— FUNCTION Elnsertion(v:BOOLEAN;E:ENTIER):ENTIER,; renvoie une liste de

booléens composée d'un premier bool&est du reste de la liste contenu ddbis

— FUNCTION EPremier(E:ENTIER):BOOLEAN; renvoie le premier booléen de la lide

Cette liste ne doit pas étre vide;
— FUNCTION EReste(E:ENTIER):ENTIER,; renvoie le reste de la listé privee de son
premier booléen. Cette liste ne doit pas &tre vide.
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1.2.2 Codage d'un entier naturel au format binaire

La premiere opération réalisée est le codage d'un nerebtier naturel au format binaire.

Question I1.6 Ecrire en PASCAL une fonctimodage(n:INTEGER):ENTIER; telle que I'appel

codage(n) renvoie une liste de boeéns comp@e des coef cientdy;:::;h correspondant au
codage binaire den. Cette fonction devrétre recursive ou faire apped des fonctions auxiliaires
récursives.

Question 1.7 Calculer une estimation de la compléxitle la fonctioncodage en fonction de la
valeur de I'entier natureh. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d'appelrsifs
effecties.

1.2.3 [Decodage d'un entier naturel au format binaire

La seconde opération réalisée est le décodage d'unlmodé&e en nombre entier naturel.

Question 11.8 Ecrire en PASCAL une fonctiafecodage(E:ENTIER):INTEGER; telle que l'ap-
pel decodage(E) renvoie un entier naturel dont la valeur est caleek partir des coef cients

des fonctions auxiliairesacursives.

1.3 Incrémentation en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d'incréementation d'mambre entier naturel en codage binaire.

1.3.1 Logique des propositions

Nous allons dé nir I'opération d'incrementation parglepérations logiques sur les booléens com-
posant le codage binaire de I'entier naturel.

de I'entier natureln + 1. Utiliser pour cela la suite des retenueg :::;rn, du calcul de I'addition
chiffre par chiffre. Exprimew; etri.; en fonction ddy etr; pourO < i < |. Préciser les valeurs de
m, rg etvp,.

1.3.2 Realisation par un circuit €lectronique

Nous allons réaliser I'opération d'incrementation eitisant des composants électroniques. Celle-
ci repose sur une cellule élementaire d'incrémentagioirest dupliquéé + 1 fois.

Question 11.10 Proposer un circuiglectronique compdésde portes logiques quéalise une cellule
comportant deux endesh; et r; et deux sortiey; etri,; dont le comportement correspomdia
réponse propd=ea la question I1.9.

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :
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Ri+1

Question 11.11 Proposer un circuitélectronique compé@sde telles cellules pour inementer un
nombre coé sur3 bits.

1.3.3 Realisation par un programme

Nous allons programmer l'opération d'incrementationhombre entier naturel codé en binaire.

Question 11.12 Ecrire en PASCAL une fonctioncrementation(E:ENTIER):ENTIER; telle
que l'appelincrementation(E) renvoie un entier naturel c&len binaire dont la valeur est
égalea la valeur de I'entier naturel colen binaireE augmente de 1. L'algorithme utilig ne devra
parcourir qu'une seule fois la liste. Cette fonction devréatre recursive ou faire appel des fonctions
auxiliaires récursives.

1.4 Addition en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d'addition de deux noewentiers naturels en codage binaire.

1.4.1 Logique des propositions

Nous allons dé nir I'opération d'addition par des opécas logiques sur les booléens composant
le codage binaire des entiers naturels.

en fonction deg;, by etr; pour0 < i < min(m;n). Préciser les valeurs dp, ro, v; etrj.1 pour
min(m; n) <i < max(m;n) etv,.

1.4.2 Realisation par un circuit électronique

Nous allons réaliser I'opération d'addition en utilisades composants électroniques. Celle-ci
repose sur une cellule élémentaire d'addition qui estiqupemin(m;n) + 1 fois ainsi que sur la
cellule d'incréementation.

Question 11.14 Proposer un circuielectronique comp@de portes logiques comportant trois éres
a;, by etr; et deux sortiey; etri,; dont le comportement correspomdla réponse propdea la
question 11.13 poub < i < min(m;n).

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :
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Question 11.15 Proposer un circuiglectronique comp@sde cellules d'addition et d'in@mentation
pour additionner deux nombres deglsur2 et 4 bits.

1.4.3 Realisation par un programme

Nous allons programmer I'opération d'addition de deux hoes entiers naturels codés en binaire.

Question 11.16 Ecrire en PASCAL une fonction

addition(EL:ENTIER;E2:ENTIER):ENTIER; telle que 'appeladdition(E1,E2) ren-
voie un entier naturel cdglen binaire dont la valeur estgalea la somme des valeurs des entiers
naturels co@s en binaire1 etE2. L'algorithme utilise ne devra parcourir qu'une seule fois les listes
E1 etE2. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

2 Arbres d'entiers en tas
Pour améliorer les performances en temps d'acces auxirglan ensemble d'entiers peut étre

réalisé par un arbre en utilisant les étiquettes des sgeoul représenter les valeurs contenues dans
I'ensemble.

2.1 Arbres d'entiers

Déf. I1.3 (Arbre d'entiers) Un arbre d'entiersa est une structure qui peut sditre vide (noke [),1
soit &étre un nceud qui contient uretiquette engire (noteE(a)) et des Is (noéeS(a)), une suite,
éventuellement vide, de sous-arbres qui sont tous dessadtgatiers non vides.

Exemple I1.1 (Arbres d'entiers) Voici trois exemples d'arbres d'entiers :

Question 11.17 Exprimer la c nition 1.3 sous la forme d'une propéte A(a) qui est vraie si et
seulement sa est un arbre d'entiersA(a) seraécrite en exploitantatS(a).
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2.2 Représentation des arbres d'entiers en PASCAL

Un arbre d'entiers est représenté par le type de BRBRE Une liste d'arbres d'entiers est
représentée par le type de bARBRES
Nous supposons prédé nies les constantes et les forec8aivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Edlesgnt éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :
— Vide est une constante de valeNIl. qui représente un arbre ou une liste vide;
— FUNCTION Noeud(v:iINTEGER;S:ARBRES):ARBRE; est une fonction qui renvoie un
arbre dont I'étiquette et la liste des Is de la racine s@#pectivement etS,
— FUNCTION Valeur(a:ARBRE):INTEGER; est une fonction qui renvoie I'étiquette de la
racine de l'arbrea ;
— FUNCTION Fils(a:ARBRE):ARBRES; est une fonction qui renvoie la liste des Is de la
racine de l'arbrea ;
— FUNCTION Alnsertion(a:ARBRE;L:ARBRES):ARBRES; renvoie une liste d'arbres
composeée d'un premier arbeeet du reste de la liste contenu ddns
— FUNCTION APremier(L:ARBRES):ARBRE; renvoie le premier arbre de la lidte Cette
liste ne doit pas étre vide ;
— FUNCTION AReste(L:ARBRES):ARBRES; renvoie le reste de la liste privee de son
premier arbre. Cette liste ne doit pas &étre vide.

Exemple 1.2 L'appel suivant

Noeud( 7, A_Insertion(
Noeud( 9, A_Insertion(
Noeud( 6, Vide ), Vide ) ), A_Insertion(
Noeud( 5, Vide ), A_Insertion(
Noeud( 8, A_Insertion(
Noeud( 3, Vide ), A_Insertion(
Noeud( 4, Vide ), Vide ))), Vide ))))

renvoie le premier arbre d'entiers repsené graphiqguement dans I'exemple 11.1.

2.3 Taille d'un arbre

Déf. 11.4 (Taille d'un arbre) La taille d'un arbre d'entiers est le nombre de nceuds congesians
I'arbre a. Nous la noteron3 (a).

Exemple I1.3 (Tailles) La taille des trois arbres de I'exemple 1.1 est de 7.

Question 11.18 Ecrire en PASCAL une fonctidaille(a:ARBRE):INTEGER; telle que I'appel
taille(a) renvoie la taille de I'arbre d'entiers. Cette fonction devratre récursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairesacursives.

2.4 Hauteur d'un arbre

Déf. I1.5 (Hauteur d'un arbre) Les branches d'un arbre relient la racine aux feuilles. Lauteur
d'un arbre a estégale au nombre d'arcs de la branche la plus longue. Nous tamasH(a).

Exemple 1.4 (Hauteur d'un arbre) Les hauteurs des trois arbres de I'exemple 1.1 sont respect
ment 2, 3 et 3.
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Question 11.19 Donner une & nition de la hauteur d'un arbrea en fonction deC&tS(a).

Question 11.20 Consicerons un arbre d'entiers de tailla. Quelle est la forme de l'arbre dont la
hauteur est maximale ? Quelle est la forme de |'arbre dontdatbur est minimale ? Quelle est la
hauteur de I'arbre en fonction de dans ces deux cas ?

Question 11.21 Ecrire en PASCAL une fonctidrauteur(a:ARBRE):INTEGER; telle que l'ap-
pel hauteur(a)  renvoie la hauteur de I'arbre d'entiera. Cette fonction devrétre recursive ou
faire appela des fonctions auxiliairescursives.

2.5 Profondeur d'un nceud

Déf. I1.6 (Profondeur d'un nceud) La profondeur d'un nceud dans un arbrea estégale au nombre
d'arcs entre la racine et le nceud dans l'arbre. Nous la nobtsi® (n; a).

Exemple I1.5 (Profondeur d'un nceud) Les profondeurs du nceddans les trois arbres de
I'exemple 1.1 sont respectivement 0, 2 et 3.

2.6 Arbres d'entiers en tas

Déf. I.7 (Arbre d'entiers en tas) Un arbre d'entiers est en tas si les valeurs contenues dansde
de la racine sont toutes strictement guijguresa la valeur contenue dans la racine et siles Is de la
racine sont en tas.

Exemple 1.6 (Arbres d'entiers en tas) Le premier arbre de l'exemple Il.1 n'est pas en tas. Par
contre, les deugime et troime arbres du &me exemple sont en tas.

Question 11.22 Exprimer la ¢ nition précédente sous la forme d'une propt@ AT (a) qui est vraie
si et seulement si est un arbre d'entiers en taé\T (a) estécrite en exploitant, E(a) etS(a).

Question 11.23 Ecrire en PASCAL une fonctiovaliderAT(A:ARBRE):BOOLEAN; telle que
I'appel validerAT(A) renvoie la valeulTRUESsi la propriéte AT (A) est vraie et la valeuFALSE
sinon. L'algorithme utili€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette fonatidevraétre
récursive ou faire appel des fonctions auxiliairegcursives.

3 Arbre binomial d'entiers en tas

3.1 De nitions

Déf. 11.8 (Arbre binomial d'entiers en tas) Un arbre binomial d'ordrek d'entiers en tas est un
arbre non vide d'entiers en tasechi r écursivement par :
— L'arbre d'ordre 0 ne contient qu'un seul nceud ;
— Laracine d'un arbre d'ordrek+1 pos&dek+1 Is qui sont tous des arbres binomiaux d'entiers
en tas dont les ordres sont strictemeftmbissants de gauche (ordk¢ a droite (ordre0).

Question 11.24 Donner un exemple d'arbre binomial d'entiers en tas pouraivades ordre$, 1, 2
et3.
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3.2 Construction d'un arbre binomial en tas

La structure d'arbre binomial en tas permet de composer deones d'ordrek pour obtenir un
arbre d'ordrek + 1 avec une complexit®(1).

Question 11.25 Montrer que tout arbre binomiah d'ordre k + 1 d'entiers en tas est compesie
deux arbres binomiauk et C d'ordre k d'entiers en tas tels que I'arbré est obtenwa partir de B
en ajoutantC comme s le plusa gauche : la racine dé, égalea la racine deB, a comme liste de
Is, de gauchea droite,C suivi des Is de la racine d&.

AN
A

3.3 Propriétés d'un arbre binomial en tas

Question 11.26 Calculer la taille d'un arbre binomial d'ordrek.
Question 11.27 Calculer la hauteur d'un arbre binomial d'ordrk.

Question 11.28 Montrer que le nombre de nceuds de profongedans un arbre binomial d'ordré,

p

aveck = p estégal au coef cient du biame K

3.4 Validation d'un arbre binomial en tas

Question 11.29 Exprimer la & nition équivalente propd=a la question 11.25 sous la forme d'une
propriéte ABT (a) qui indique quea est un arbre binomial en tas d'ordie en exploitant, E (a) et
S(a).

Question 11.30 Ecrire en PASCAL une fonction
validerABT(k:INTEGER;A:ARBRE):BOOLEAN,; telle que I'appebaliderABT(k,A) ren-
voie la valeurTRUEsi la propriéte ABT (A) est vraie et la valeuFALSEsinon. L'algorithme utili&
ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette fonctidevraétre recursive ou faire appel des
fonctions auxiliaires cursives.

4 Tas binomial

La structure de tas binomial consiste a utiliser une su@ebdes binomiaux en tas, soit vides, soit
d'ordre strictement croissant, pour représenter un ehkede taille quelconque.
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4.1 De nitions

Déf. I1.9 (Tas binomial) Un tas binomial est une suite d'arbres binomiaagx: : : ;  tels que, soig;
est vide, soig; est un arbre binomial d'ordré. Si le tas n'est pas vide, aloeg 8 []

Déf. I1.11 (Taille d'un tas binomial) La taille d'un tas binomial est la somme du nombre de nceuds
contenus dans les arbres qui composent le t&ous la noteron3 (t).

Question 11.32 Montrer que la signature d'un tas binomial négend que de la taille du tas.

4.2 Représentation des tas binomiaux en PASCAL

Un tas binomial est une liste d'arbres d'entiers. Il est d@présenté par le type de b&&R@BRES
(voir 2.2).
4.3 Validation d'un tas binomial

En préliminaire, nous allons réaliser une opération aiwation d'une liste d'arbres qui véri e
qu'il s'agit bien d'un tas binomial.

Question 11.33 Exprimer la & nition 11.9 sous la forme d'une propéte T B(t) qui indique qué est
un tas binomial.

Question 11.34 Ecrire en PASCAL une fonctioraliderTB(T:ARBRES):BOOLEAN; telle que
I'appel validerTB(T) renvoie la valeulTRUEsi la propriéte T B(T) est vraie et la valeuFALSE
sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois le tas. Cette fonctiemnra étre
récursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

4.4 Ajout d'une valeur dans un tas binomial

La premiere opération consiste a insérer une valeusdartas binomial en préservant sa structure.
| Nous faisons I'hypothese que le tas binomial ne contiestq&ga cette valeur.

Question 11.35 Montrer que la signature du tagsultant de I'ajout d'une valeua un tas eségale
au résultat de l'incémentation binaire de la signature de tas initial. Eaddiire un algorithme pour
I'ajout d'une valeur dans un tas binomial.

4.5 Fusion de tas binomiaux

La deuxieme opération consiste a fusionner deux tasrhiaox, c'est-a-dire construire un tas
binomial qui contient les mémes valeurs que les deux tamtigux que I'on souhaite fusionner.
Nous faisons I'hypothese que les deux tas binomiaux sajoidits, c'est-a-dire qu'ils ne contiennent
pas les mémes éléments.

Question 11.36 Montrer que la signature du tagsultant de la fusion eggale au esultat de I'addi-
tion binaire des signatures des deux tas initiaux. Edwire un algorithme pour la fusion de deux tas
binomiaux.
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